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RESUMEN

En esta investigacion se identifica y valora el nivel en que se manifiestan los significados que poseen los profesores universi-
tarios de matematicas, acerca del concepto de pendiente. En esta direccion, la identificacion tomd como base cuatro tipos
de significados: analitico, algebraico, geométrico y contextual. Para el estudio se aplicd una encuesta a 15 expertos de dife-
rentes nacionalidades con la finalidad de valorar los significados presentes en las soluciones planteadas por los profesores.
Cabe destacar que los cuatro tipos de significados se ponen de manifiesto en la investigacion realizada. En particular, el
significado geométrico tuvo mayor presencia que los demas significados, en lo fundamental, a través de representaciones
como: la razdn geométrica, la tangente del angulo de inclinacion, razén entre las longitudes de los catetos de un triangulo
rectangulo formado por la recta, el eje y la paralela al eje

Palabras clave: significado matematico, concepto de pendiente, criterio de expertos, educacion matematica, matematica
superior

ABSTRACT

This research identifies and analyzes the level at which the meanings that university mathematics teachers have about the
concept of slope are manifested. In this direction, the identification was based on four types of meanings: analytical, alge-
braic, geometric, and contextual. For the study, a survey was applied to 15 experts of different nationalities in order to assess
the meanings present in the solutions proposed by the teachers. It should be noted that the four types of meanings are evi-
dent in the research carried out. The geometric meaning had a greater presence than the other meanings, fundamentally,
through representations such as: the geometric ratio, the tangent of the angle of inclination, the ratio between the lengths of
the legs of a right triangle formed by the straight line, the x-axis and the parallel to the y-axis.

Keywords: mathematical meaning, concept of slope, expert criteria, mathematical education, higher mathematics
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INTRODUCCION

Los significados que poseen los profesores sobre un
determinado concepto han sido objeto de estudio de
las siguientes investigaciones (Radford, 2003; Keitel
& Kilpatrick, 2005; Kilpatrick et al., 2005; Silverman &
Thompson, 2008; Martin et al., 2016; Byerley & Thompson,
2017). El significado tiene un caracter endégeno y con-
textual, es decir, no puede ser absolutamente propor-
cionado, por el contrario, debe construirse fundamen-
talmente a partir de la experiencia del individuo. Dotar
de significado a los objetos matematicos no puede sa-
tisfacerse globalmente ya que, para cada contenido de
aprendizaje matematico, el significado debe interpretarse
constantemente y construirse subjetivamente. Por lo tan-
to, al mismo tiempo y en el mismo contexto, los profesores
pueden tener diferentes significados del mismo concepto
matematico (Kilpatrick et al., 2005).

(Piaget & Garcia, 1991) consideraban que el significado y
la comprension eran sindnimos. Asi, dotar de significado
un determinado concepto esta estrechamente relaciona-
do con su comprension, es decir, con poder interpretarlo,
definirlo, identificarlo y aplicarlo en diferentes contextos.
Dotar de significados a los objetos matematicos permi-
te inferir propiedades mas alla de lo que se percibe. El
significado, esencialmente, esta basado en los esque-
mas y representaciones que posee la persona (Byerley
& Thompson, 2017). Para el presente estudio, las repre-
sentaciones asociadas con el aspecto operativo del pen-
samiento son fundamentalmente contextuales y pueden
entenderse como un resultado del procesamiento de la
informacion sensorial y conceptual del medio circundan-
te, en la mente del individuo. Ellas se concretan en forma
de imagenes, proposiciones e interrelaciones sobre el
concepto (Piaget & Garcia, 1991; Moreno, 1996).

En la misma direccion (Thompson, 2013; Thompson 2016;
Byerley & Thompson, 2017) estudian los significados que
poseen los profesores para el desarrollo de su labor do-
cente, a través de las componentes matematico-cogni-
tivos y didactico-metodoldgicos. Asi, los significados,
resultan ser una combinacion de los significados mate-
matico-cognitivos, aquellos que estan instituidos o acep-
tados por la comunidad de matematicos y los didactico-
metodolégicos, que posibilitan la comprension de como
se estructuran y adecuan los contenidos, los conceptos,
procedimientos, métodos, etc. Esta investigacion se cen-
tra en el componente matematico-cognitivo del concepto
de pendiente en profesores universitarios.

(Barr, 1981; Mcdermott et al., 1987), han identificado di-
ficultades en la compresion del concepto matematico de
pendiente, al explorar el concepto de funcién. De ellas

cabe destacar la denominada pendiente-altura, donde
la principal dificultad consiste en la confusion de la pen-
diente de la linea recta con la distancia de un punto de
la linea recta al eje horizontal. Segun (Zaslavsky et al.,
2002), de los profesores que participaron en su estudio
sobre los significados de la pendiente, el 47% de ellos
presentan predisposicion hacia los elementos geomé-
tricos, principalmente visuales asociados al concepto y
entienden la pendiente como un indice de inclinacion.
Ademas, los autores reportan la existencia de confusion
entre los aspectos algebraicos y geométricos de la pen-
diente, la escala y el angulo.

(Hoffman, 2015) afirma que los profesores consideran
preferentemente la interpretacion geométrica de la pen-
diente, ya que el 45% de los encuestados la asocian con
la razén geométrica. (Stump, 2001) concluye que menos
del 20% de los profesores entrevistados asocian la pen-
diente con la tasa de cambio de una determinada relacion
funcional y también observa cierta desconexion entre los
conceptos de pendiente y funcion. Ademas, plantea que
las dificultades y obstaculos relacionados con el concep-
to de pendiente obedecen basicamente a la utilizacion
sistematica de determinadas acciones u operaciones, sin
plena claridad en sus significados y fundamentos. (Nagle
et al.,, 2013) aseveran que las respuestas de un grupo
de profesores a tareas relacionadas con el concepto de
pendiente, ponen de relieve que dicho concepto apenas
es entendido como razén de cambio.

Los significados matematicos asociados a un concepto,
sobre todo son de naturaleza cognitiva, y estan en re-
lacion con sus caracteristicas necesarias y suficientes,
con la experiencia del individuo y asociado a un deter-
minado contexto (Keitel & Kilpatrick, 2005; Martin et al.,
2016; Byerley & Thompson, 2017; Diamond, 2019). Asi,
los significados nos permiten identificar y clarificar lo que
la persona intenta transmitir a partir de una imagen o un
enunciado. En funcion de lo anteriormente expuesto, nos
proponemos en lo fundamental, identificar y valorar los
significados matematico-cognitivos que poseen los profe-
sores universitarios sobre el concepto de pendiente.

MATERIALES Y METODOS

Seguidamente se describe la metodologia desarrollada,
en un estudio empirico, concebido para explorar el grado
en que se manifiestan los significados analitico, algebrai-
co, geométrico y contextual, en profesores de matemati-
cas. Esta descripcion contempla cinco apartados: dise-
fio, instrumentos, participantes, variables y anélisis de las
evidencias empiricas.
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Disefio e instrumentos.

El estudio se estructurd en dos etapas. La primera de
ellas consistioé en la aplicacion de un cuestionario, con-
tentivo de un sistema de problemas relacionados con el
concepto de pendiente a un grupo de profesores univer-
sitarios que imparten matematicas. Cabe destacar que
este cuestionario fue considerado adecuado para iden-
tificar los significados matematicos del concepto de pen-
diente en profesores (Sanchez et al, 2021). Los significa-
dos asociados al contenido matematico de este concepto
lo clasificamos de manera sintética en geométricos, al-
gebraicos, analiticos y contextuales, con las siguientes
especificaciones:

Significado geométrico es aquel donde el concepto
de pendiente se caracteriza con ayuda de conceptos
tales como angulo de inclinacién, razén entre las lon-
gitudes de catetos de un triangulo rectangulo formado
con dos puntos de una recta y las respectivas difer-
encias de sus proyecciones, la razén entre el despla-
zamiento vertical y el desplazamiento horizontal de un
punto, entre otros elementos propios del ambito de la
geometria.

Significado algebraico es aquel donde el concepto de
pendiente se expresa por intermedio de representa-
ciones relacionadas con la razéon de cambio entre
valores de ordenada y abscisa de una funcion lineal.
En esencia, el énfasis se pone en calcular el valor de

m en la (Ecuacion 1) ¥ = mx + n (m.n € B}, 0 bien de
calcular mediante la (Ecuacion 2):

y=mx +n{mneg)

Fi—¥z2
Xy —X;

(Sanchez et al., 2021).

En la segunda etapa, se presentan las soluciones de los
profesores a un panel de expertos en el campo de la ma-
tematica educativa, con la finalidad de que evaluaran el
grado en que se manifiesta cada tipo de significado en
los problemas resueltos y también de modo general para
cada resolutor. Los instrumentos implementados fueron
tres. En primer lugar, se utiliz6 un temario contentivo de
cuatro problemas: E1, E2, E3 y E4, los cuales estan rela-
cionados con el concepto de pendiente, de forma implici-

ta como se muestra en la (Figura 1).

PROBLEMA No. 1

d.
e. Determine la ecuacion de la funciéon que mo
el tiempo que duro el proceso.

‘A los 18 minutos el agua tenia una altura de (A) __19 dm, (B) __16 dm, (C) __15dm,
¢En cuél tramo la altura del agua cambié mas rapidamente? Justifique.

E1. La gréfica muestra la altura h que va alcanzando el agua durante el proceso de llenado de un tanque, a partir del
momento en que se abre una llave y durante ciertos intervalos de tiempo t hasta que el tanque se llena totalmente.

los primeros 15 minutos?

h (dm)
&
2y
20
1) ] DS
0 15 20 30 35  /(min)
a. ¢Se detuvo el proceso de llenado en algun momento? ;Durante qué tiempo?
b. ¢ Con qué rapidez se llena el tanque durante
C. Seleccione la respuesta correcta y fundamente:

(E) __18 dm”.

dela el ascenso de la altura del agua dentro del tanque, durante
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Significado analitico es aquel donde el concepto de
pendiente se relaciona con conceptos tales como la
derivada de una funcién en un punto, la pendiente de
la recta tangente a una curva en un punto, el limite de
la pendiente de las secantes a una curva en un pun-
to, la razén de cambio instantanea para una funcién
cualquiera, la rapidez de cambio de la funcién en un
punto (la mejor aproximacion lineal de una curva en
la vecindad del punto es la recta tangente en dicho
punto), entre otros elementos del andlisis matematico.

Significado contextual es aquel donde se ponde-
ra el valor instrumental del concepto de pendiente,
en el sentido de su utilidad para resolver problemas
matematicos o del mundo real y bajo la doble mirada:
modelacion y aplicacion. Para mas informacion ver
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PROBLEMA No. 2

E2. Dos corredores comienzan una carrera al mismo tiempo y terminan en empate. Pruebe que en algun momento de la
carrera ambos corredores alcanzan la misma velocidad.

PROBLEMA No. 3

B H € E3. Pedro va a un almacén y le dice al dependiente que viene a
comprar 65 m? de alfombra para el piso de su casa que tiene exactamente esa area. El dependiente le responde que le
queda solo un rollo de 500 m? y de él ya tiene vendidos 436 m?, por lo que solo puede venderle los 64 m? restantes.
Después de pensarlo un poco Pedro le dice al dependiente que traerd, en una cartulina, un cuadrado de 8 m de lado
(que tiene 64 m?), lo va a dividir en 4 partes iguales 2 a 2 como se muestra en la figura de la izquierda y con ellas va a
formar el rectangulo que se muestra en la figura de la derecha, que seria la parte de la alfombra que se llevaria. De ser
usted el dependiente ¢ Estaria de acuerdo con la proposicion de Pedro? Explique su respuesta.

PROBLEMA No. 4

A B
Ao K - E4. Considere el triangulo ABC. Los puntos D, E, F, G, H, |, K, L, estan sobre los
lados de dicho triangulo (véase la figura). Los cuadrilateros HIMD, IKGE y KLFN son cuadrados cuyas areas miden 4u?,
36u?, 9u?, respectivamente. Determine el area del triangulo ABC.

a. Resuelva el problema por otra via y diga si existe alguna relacién o algun concepto relacionante entre ambos

caminos de solucion.

Figura 1. Problemas propuestos en el cuestionario. Fuente: Elaboracion propia, 2022.

Como dispositivo de seleccion del panel de expertos, se solicité el diligenciado de un cuestionario desarrollado por
(Cruz & Martinez, 2012), el cual permite el célculo de un indice de competencia experta k, resultante de la semisuma
de sendos parametros: un coeficiente de conocimientos acerca del tema investigado k, y un coeficiente k, relacionado
con el grado de incidencia de siete fuentes de argumentacion, predefinidas bajo una escala tipo Likert. El valor de
k, depende de forma directa de la autoevaluacion del candidato, en una escala ordinal de 11 categorias: 0, 1,..., 10,
donde el valor seleccionado se divide por 10. El valor nulo expresa ausencia total de conocimiento acerca del tema
investigado, mientras que el valor 10 evidencia un conocimiento pleno. El calculo de k, depende de la suma de pesos
asignados para diferentes grados de influencia de cada fuente de argumentacién, como se ilustra en la (Tabla 1).

Tabla 1. Escala Likert para el célculo del coeficiente de argumentacion k.

Fuentes de argumentacion Grado de influencia de las fuentes en sus criterios’
MA A M B MB N

Capacidad para el andlisis didactico de los significados 0.18 | 0.14 0.1 0.07 | 0.04 0.00

Comprension del problema investigativo 0.12 ] 0.10 0.07 0.05 | 0.02 0.00
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Amplitud de enfoques epistemoldgicos 0.12 ] 0.10 0.07 0.05 | 0.02 0.00
Conocimiento del estado actual del problema investigado 0.13 | 0.10 0.08 0.05 | 0.03 0.00
Nivel de motivacion por resolver el problema cientifico 0.14 | 012 0.09 0.06 | 0.03 0.00

Experiencia en el desarrollo de investigaciones cientificas en matematica

” 0.15 | 0.12 0.09 0.06 | 0.03 0.00
educativa

Experiencia de orden empirico en matematica educativa (préactica pro-

; 0.16 | 0.13 0.10 | 0.07 | 0.03 0.00
fesional)

(") Valores de escala: MA = muy alto, A = alto, M = medio, B = bajo, MB = muy bajo, N = nulo
Fuente: adaptado de (Cruz & Martinez, 2012)

Fuente: Elaboracion propia, 2022.

En virtud de que 0 < kc < 1y 0 < ka < 1, se obtiene que el coeficiente de competencia experta k = ¥2(kc + ka) € [0,
1], donde el punto de corte minimo se fija en el valor k = 0.75 para la seleccion definitiva de los integrantes del panel.

El tercer instrumento consistié en una compilacién digitalizada de todas las soluciones a los cuatro problemas descri-
tos en la Figura 1. De cada profesor se presentaron sus cuatro soluciones, provistas respectivamente de rejillas forma-
das por cuatro casillas. En la rejilla, cada experto evalud el grado de presencia de los cuatro tipos de significados, ya
sea algebraico (Al), analitico (An), geométrico (Ge) o contextual (Co) sobre el concepto de pendiente. Para consignar
los criterios se establecio la escala ordinal: 0, 1,..., 5, donde el valor nulo indica ausencia total del significado corres-
pondiente y 5 expresa una presencia absoluta. Los valores no son excluyentes, de modo que en un mismo problema
es posible identificar diferentes significados, con niveles independientes de manifestacion. Ademas de la evaluacion
correspondiente a cada problema, también se solicité el diligenciado de una rejilla adicional, a fin de que los expertos
también emitieran una evaluacion general del grado en que se expresan los significados en cada resolutor.

Participantes y variables.

En la primera etapa se selecciond una muestra de 17 profesores de la Facultad de Matematica de la Universidad
Autonoma de Guerrero (UAGro), todos con experiencia de al menos cinco afios en la educacion superior. Cada uno de
los profesores fue invitado a participar en la solucion del temario contentivo de los cuatro problemas. La comunicacion
fluyd de manera diafana, con el compromiso expreso de que el uso de los resultados se mantendria bajo estricta con-
fidencialidad. Los profesores contaron con tres dias naturales para el diligenciado del instrumento, cuyas respuestas
se recopilaron por la via del correo electronico o de forma directa. Todos recibieron una carta de agradecimiento por
su amable colaboracion.

Para la preseleccion del panel, en la segunda etapa, se exploraron tres redes sociales cientificas: Academia, LinkedIn,
y ResearchGate, a fin de conformar una preseleccion de 50 posibles expertos, por intermedio de la busqueda au-
tomatizada de las palabras claves “matematica educativa” y “educacion matematica”. La preseleccion priorizé el
contexto latinoamericano, asi como la representatividad de paises del area. En la primera comunicacion, los posibles
expertos recibieron una carta de invitacion para participar en el estudio, con una explicacion sintética de los objetivos,
del problema de investigacion, asi como un breve resumen de la tipologia de significados del concepto de pendien-
te. También recibieron copia del cuestionario autoevaluativo, para el calculo del indice de competencia experta, y la
solicitud de su diligenciado en el término de una semana. De forma explicita se declard el compromiso pleno de con-
fidencialidad, ética y transparencia en el manejo de la informacion. En la segunda comunicacion, se informd individual
y gentilmente el resultado de la inclusion o no al panel participante. Seguidamente, cada miembro del panel recibié
la compilacion condensada del conjunto de soluciones, con sus rejillas evaluativas correspondientes. Los expertos
seleccionados contaron con un mes de tiempo disponible para enviar, por via del correo electronico, los resultados de
sus evaluaciones correspondientes.

El significado que los profesores tienen acerca del concepto de pendiente constituye la variable fundamental de la
presente investigacion. El anélisis de dicha variable se sustenta en los significados fundamentales: analitico, algebrai-
co, geomeétrico, y contextual. Por tanto, en un individuo puede manifestarse un significado marcadamente analitico, en
el sentido de utilizar métodos propios del calculo diferencial en la solucion de problemas que tienen como centro el
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concepto de pendiente. Asimismo, un individuo puede mostrar un significado en un sentido general, en tal sentido la
propia naturaleza del problema a resolver sera la que favoreceré el despliegue de los diferentes tipos de significados.

Las variables independientes estan comprendidas por los profesores y los expertos. Diferencias entre las formas de
percibir y de realizar el significado, son aspectos de interés para la presente investigacion. Por su parte, la variable
dependiente (el significado del concepto de pendiente) sera analizada con ayuda de los valores que aporta la rejilla
evaluativa: en cada problema y en la valoracion general.

Analisis de las evidencias empiricas.

El analisis de los datos se desarrolla a partir de la informacioén que provee el criterio valorativo del panel de expertos.
Cada rejilla aporta la evaluacion del nivel en que se manifiesta el significado, conforme a la escala establecida en seis
categorias (0-5), y para cada tipo de significado posible (An, Al, Ge y Co). Esta evaluacion se realiza de manera local,
centrada en cada problema (E1, E2, E3 y E4), y también de manera global, conforme a la valoracién general de las
cuatro respuestas de cada profesor (P01, P02,..., P17).

Seguidamente, se despliega un andlisis descriptivo, basado en los valores medios de las evaluaciones. También se
utilizan métodos de clasificacion jerarquica para develar posibles conglomerados respecto a las variables nominales.
En vista de que las rejillas describen evaluaciones particulares (relativas a cada problema) y generales (basadas en el
conjunto de los cuatro problemas), también se exploran modelos de regresion lineal multiple que describan relaciones
objetivas subyacentes. Todo el analisis estadistico se implementa con ayuda del paquete SPSS (IBM Corp., 2020). El
analisis de las evidencias empiricas culmina con el establecimiento de una tipologia de problemas, inherentes al des-
pliegue y predominio de significados en las soluciones al conjunto de problemas.

RESULTADOS Y DISCUSION

Los 17 profesores seleccionados enviaron sus respuestas por los canales de comunicacion establecidos. Cuatro de
ellos requirieron de un tiempo adicional y el proceso de recopilacion de informacion se extendid por una semana.
Después de una revision preliminar se observo que las respuestas del docente P14 fueron algo superficiales, mientras
que los profesores P06, P11 y P15 dejaron problemas sin responder. Por este motivo, se eliminan sus items del pre-
sente estudio. Asi, quedan definitivamente las soluciones de 13 profesores, las cuales conforman la compilacion digi-
talizada provista de las rejillas evaluativas. A modo de ilustracion, la (Figura 2) refleja las respuestas de los profesores
P01, P05, P13y P17 a los problemas E1, E2, E3 y E4, respectivamente. En el caso de la solucion P17-E4, aparece en
la parte inferior derecha un ejemplo de rejilla para su evaluacion correspondiente.
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Figura 2. Ejemplos de respuestas dadas por los profesores a las preguntas formuladas.

Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores.

En busca de economia del tiempo, de forma simultanea se envia la primera comunicacion a los posibles expertos.
Transcurrida una semana, se obtiene respuesta de 27 de ellos (54.0%). Inicialmente se excluyen dos, a causa de
no presentar el formulario para la determinacion del indice de competencia experta k. El calculo de este coeficiente
conlleva a conformar un panel definitivo de 21 expertos, pues en cuatro casos se obtuvieron valores excluyentes
de k < 0.75. A continuacion, se envia al panel la compilacion digitalizada de respuestas, con sus rejillas evaluativas
correspondientes.

Al cabo de un mes, se obtiene respuesta de 12 integrantes del panel. Se solicita amablemente la respuesta de los
restantes expertos y transcurridas otras dos semanas, se logra recopilar las evaluaciones emitidas por 15 expertos. En
dos casos fue necesario solicitar correcciones formales, a causa de un llenado inadecuado de las rejillas evaluativas.
Los 15 expertos que respondieron poseen doctorados en el campo de la mateméatica educativa, son investigadores
activos con un RG (ResearchGate Score) promedio de 8.3 y un indice de H (indice de Hirsch en Google Scholar) de
10.1. Los paises de procedencia son México (5), Cuba (3), Colombia (2), Argentina (2), Estados Unidos (1) y Espafia

(2).

Anélisis estadistico de las evidencias empiricas.

El diligenciado de las evaluaciones produce una matriz de 15°13 = 195 filas, correspondientes a los 15 expertos y los
13 profesores seleccionados, asi como 22 columnas compuestas por dos variables nominales (Exp = expertos y Prof
= profesores), y 20 variables ordinales (cada una de los cuatro tipos de significado, para los cuatro problemas y en la
valoracion general).

Tomando en consideracion las evaluaciones desarrolladas por todo el panel de expertos, la (Tabla 2) ilustra el resulta-
do descriptivo fundamental, para cada uno de los 13 profesores seleccionados.
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La amplia mayoria de los valores medios experimenta una
desviacion tipica inferior a la unidad. Este hecho apor-
ta evidencia de que la percepcion de los expertos fue
bastante similar en referencia a cada profesor en el plano
individual, para cada problema, y también en su evalua-
cion general. Sin embargo, son visibles ciertas diferen-
cias entre los profesores, tanto en problemas puntuales
como en su proceder general ante el conjunto de los cua-
tro problemas.

Los valores sombreados corresponden a las respuestas
ilustradas en la (Figura 1). En el caso de PO1-E1, los ex-
pertos aprecian un predominio del significado algebraico
(3.47) y del analitico (3.27), lo cual puede estar dado por
la utilizacion del concepto de funcién lineal y el célculo de
la pendiente como razén entre diferencias. En el caso de
P05-E2, se aprecia un predominio muy marcado del signi-
ficado analitico (4.73), mediado por el empleo del concep-
to de derivada. En P13-E3 se observa una ligera manifes-
tacion del significado geométrico (2.27), probablemente
motivado por la argumentacion basada en el calculo de
razones entre las longitudes de catetos e hipotenusas, la
rotacion de figuras y el concepto de perpendicularidad.
Finalmente, en P17-E4 predomina el significado analitico
(4.13) y un poco menos el algebraico (3.33). Se trata de
una solucion basada en el calculo de la pendiente como
coeficiente en una ecuacion lineal, aspecto que implicé la
introduccion de un sistema de coordenadas cartesianas.

En la dltima fila, referida a los promedios generales, se
aprecia el predominio del significado algebraico en los
problemas E1y E4 (3.76 y 2.74, respectivamente). En el
problema E2 predomina el significado analitico (3.56),
motivado por la estrecha conexion entre el concepto fisi-
co de velocidad instantanea y el concepto de derivada,
asi como la utilidad que reviste el teorema de Rolle. Por su
parte, en el problema E3 predomina el significado geomé-
trico (2.77), lo cual también se expresa en un segundo ni-
vel jerarquico para el problema E4 (2.62). A diferencia de
los dos primeros problemas, el propio enunciado de es-
tos problemas pone por delante un objeto geométrico, o
cual puede condicionar el tipo de solucion. No obstante,
como pudo verse en la solucion de P17-E4, este supuesto
condicionamiento no es determinante (Figura 1). Las co-
lumnas correspondientes a la percepcion general revelan
que, a excepcion de los profesores P03, P12 y P16, en el
resto de los casos predomina el significado algebraico.
En los promedios correspondientes a la valoracion gene-
ral, para el total de profesores, se reafirma el predominio
del significado algebraico: Al = 3.04 > Ge = 2.19 > An =
2.14 > Co = 1.03.

Llama la atencion el hecho de que el significado de tipo
contextual ocupa los valores mas bajos, tanto en las

respuestas a cada problema, como en sentido general.
Sin embargo, en algunos casos los profesores utilizaron
el concepto de pendiente no como un elemento a cal-
cular en primera instancia, sino como una herramienta
argumentativa para la solucion del problema. Un ejem-
plo puede verse en la solucion del profesor PO4 al tercer
problema, relacionado con la supuesta paradoja en el
corte de una alfombra rectangular. La (Tabla 2) refleja que
los expertos evaluan P04-E3 con los valores medios Al =
3.53, An = 1.33, Ge = 4.20, y Co = 2.87. Este ultimo valor
es, precisamente, el maximo alcanzado para el significa-
do de tipo contextual, en todo el universo de respuestas.

La (Figura 3) muestra la solucion de PO4-E3. Si bien pre-
domina el célculo de la pendiente como coeficiente de
una ecuacion lineal (significado predominantemente al-
gebraico), el resolutor se apoya en la no colinealidad en-
tre los puntos A, Fy G. Con la finalidad de sostener su
criterio, el profesor expresa que: “... para probar esta Ulti-
ma afirmacion haremos uso de la pendiente...”. Por tanto,
el resolutor pone por delante el concepto de pendiente,
como nocidn matematica que sirve de argumento esen-
cial. En fin, el célculo del valor de la pendiente constituye
una realizacion de cierto proceso de modelacion mate-
matica. Ello justifica que los expertos hayan ponderado
el significado contextual en sus respectlvas evaluaciones.
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Figura 3. Argumentos de naturaleza contextual en el sig-
nificado del concepto de pendiente.

Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores.

Para el andlisis de datos multivariados se toma en con-
sideracion el conjunto de expertos, las variables depen-
dientes para los 13 profesores producen un dendograma
en forma de arbol de dos ramas. Una de las ramas esta
formada por un unico individuo, con un nivel de deseme-
janza inferior al 15%. El bajo nivel de disimilitud permite
afirmar que la amplia mayoria de los expertos tuvo una
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percepcion similar en el universo de evaluaciones. Particularmente, el andlisis puntual del experto con percepcion
relativamente atipica, revela que adoptd una postura mas severa en sus evaluaciones ante situaciones con limitada
argumentacion. Por otro lado, el analisis de las variables dependientes centradas en cada problema particular (se
excluye la evaluacion general) aporta un hecho interesante relacionado con su clasificacion jerarquica.

El dendograma de la (Figura 4) refleja la existencia de un arbol formado por dos conglomerados, con una desemejan-
za cercana al 25% (método de agrupacion basado en enlaces entre grupos y medida basada en el cuadrado de la
distancia euclidiana).

Combinacion de cluster de distancia re-escalada

0 5 10 15 20 25
1 1 1 1 1

El_Co 4
E2 Ge 7

E2_Co 8

E4An 13

E2_An 5
E2_Al 6 —
E3_Al mg

E3_Ge 1

El_Ge 3

El_An 1

E4_Al 14

E4Co 16
o 9 :’—
E4_Ge 15 —

E3_Co 1

Figura 4. Dendograma que ilustra la existencia de sendos conglomerados perceptivos.
Fuente: Elaboracion propia, 2022.

Puede observarse un grupo compuesto por 9 variables y otro por 7, de las 16 examinadas (16 = 4 problemas " 4 tipos
de significado). Independientemente de las diferencias obvias que subyacen entre los cuatro problemas, relacionadas
con su formulacioén, los objetos matematicos que involucran, el nivel de complejidad, entre otros aspectos matemati-
cos, existe un elemento que llama la atencion. En efecto, una mirada centrada en el tipo de significado revela cierto
desbalance respecto al significado geométrico. Si bien los tipos restantes de significado estan distribuidos de un modo
mas uniforme, el significado geométrico es ampliamente dominante en el clister superior de la Figura 4, incluso en
dos subgrupos de mayor jerarquia. No ocurre asi en el cluster inferior, donde predomina lo algebraico y analitico. Por
tanto, las evidencias sugieren una especie de dicotomia en la forma de clasificar los significados: una centrada en
lo geométrico, y otra centrada en lo algebraico y lo analitico, fundamentalmente. El significado contextual se observa
con una distribucién mas balanceada en ambos conglomerados del dendograma, incluso con niveles de disimilitud
inferiores al 10%.

La evaluacion general del grado en que se manifiesta cada tipo de significado, en mayor o menor medida esta rela-
cionada con las evaluaciones especificas que el experto realizd en los respectivos problemas. Si se consideran como
observaciones las 15713 = 195 evaluaciones realizadas por los 15 expertos a los 13 profesores, entonces es posible
explorar ciertas regresiones lineales multiples. Esta idea se concreta al determinar en qué medida la variable depen-
diente Gensl.g depende del conjunto de variables independientes Ei - donde Gen = evaluaciéon general, Ei = problema
i, y el subindice Sig € {Al, An, Ge, Co} indica el tipo de significado. El procesamiento estadistico realizado se resume
en la (Tabla 3).

Tabla 3. Resultados del anélisis de regresion lineal multiple.

Varianza
explicada

Re F a t B, t B t B t B t
0.07 3.65" 1.90 4.44" | -0.2 -2.19" | -0.06 -0.74 0.09 1.20 0.21 2.19

Constante E1_ E2. E3. E4

Variable sig Sig sig Sig

dependiente

Gen,,
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Gen,_ 0.38 | 29.04" | 2.69 | 12317 | 0.29 | 3.62" | 0.09 0.96 024 | 346" | -0.68 | -7.26"
Gen, 0.06 2,99 219 | 6.317 | -0.13 | -2.18" | 0.26 1.82 0.04 0.67 0.15 1.71
Gen__ 023 | 14127 | 143 | 997" | -003 | -0.35 | -0.22 | -8.31" | -0.18 | -5.07" | 0.12 2.56°

() p<0.05,(7)p<0.01
Fuente: Elaboracion propia

Fuente: Elaboracion propia, 2022.

Los coeficientes de determinacion R? son relativamente bajos. En particular, el analisis de regresion tiene mejor bon-
dad de ajuste para la evaluacion general del significado analitico (Gen,,), con una proporcion del 37.9% de la varianza
total explicada. La prueba ANOVA correspondiente produce un estadistico F = 29.04, altamente significativo (p < 0.01,
gl = 4). Ademas, cuatro de los cinco coeficientes lineales se calculan con niveles de significacion aceptables para el
estadigrafo t, donde el calculo adicional del factor de inflacion de la varianza produce valores VIF < 2; o sea, se satis-
face el requisito de no multicolinealidad. En general, para todas las variables dependientes no se observan residuos
con relaciones problematicas respecto a las variables predictoras. Por ejemplo, retomando la variable Gen, , el grafico
P-P de la (Figura 5) muestra que los residuos se distribuyen aproximadamente de manera normal.

Variable dependiente: Gen_An

Problema acumulado esperado

Problema acumulado observado

Figura 5. Gréafico P-P normal de regresion para residuos estandarizados. Fuente: Elaboracion propia, 2022.

Con base en estas consideraciones, las evidencias sugieren que las relaciones entre las evaluaciones generales y las
particulares, subsisten bajo un modelo de regresion lineal. De los cuatro casos, el modelo mas adecuado corresponde
al significado analitico: Gen, =2.69 + 029 *E1, +0.09*E2, +0.24*E3, —0.68 * E4, . Por ejemplo, en la Tabla 2
puede apreciarse que el profesor PO9 obtuvo mayor evaluacion promedio en el significado analitico (An = 4.13). Para
este tipo de significado, el primer experto evaluo los problemas resueltos por P09 con los valores E1, =5, E2, =1,
E3,, =3, E4, =3, yelconjunto de los cuatro problemas con Gen, = 3. Puede verse que esta evaluacion se describe
adecuadamente por el modelo anterior: Gen, =2.69+0.29*5+0.09*1+0.24*3-0.68"3=291.

El cuestionario utilizado en esta investigacion ha sido concebido para explorar el grado en que se manifiestan los
significados analitico, algebraico, geométrico y contextual de la pendiente en profesores universitarios de Matematica.
El problema E1 exige la modelacion de una situacion asociada, en lo fundamental, a significados geométricos y al-
gebraicos de la pendiente. Por lo tanto, se espera que para su solucion los profesores recurran a significados tales
como: la razén entre el cateto vertical y el cateto horizontal del triangulo rectangulo, cuya hipotenusa yace sobre la
recta; el desplazamiento vertical por cada unidad de desplazamiento horizontal; y la razén entre la diferencia de las
ordenadas vy la diferencia de las abscisas de dos puntos que pertenecen a la recta, esto es, una razéon de la forma
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27 %06 la (Ecuacion 2), con (Ecuacion 1)con m, n e R

x| — X3

m, e R.

Las respuestas a los Incisos (b)-(e) evidencian algunos
de los significados que poseen los profesores sobre el
concepto de pendiente al establecer las relaciones nece-
sarias entre dicho concepto y los conceptos que definen
las exigencias del problema. Por ejemplo, la rapidez de
llenado en un intervalo de tiempo dado, el tramo en el
que la altura del agua experimenta mayor variacion, entre
otras ideas. Ademas, las soluciones ponen de manifiesto
el uso de representaciones geométricas, algebraicas y
contextuales, asociadas con la pendiente. La (Figura 6)
ilustra la respuesta dada por el profesor P17 al Inciso (d).

P17-E1(d) £ 2,
i

90

note que el anaulo warcads
ton doblearco €3 wnayer T;;e.

los odeos dos por E‘t 3
/ Fene Mn-a-f Pm diew F

domtbo en'd b de 18 @ 20 min
talod wads rnr-d‘qwjz Lo allwes.

Figura 6. Una respuesta con significado predominante-
mente geométrico. Fuente: Tomada de la respuesta de
los profesores.

El resolutor despliega un razonamiento predominante-
mente geométrico sobre la base del angulo de inclina-
cion. De aqui concluye que como el angulo es mayor, en-
tonces la recta en cuestion tendra mayor pendiente. Con
ello, dicho profesor esta asociando la idea de que: a ma-
yor dngulo de inclinacion, mayor pendiente. Esto ultimo no
es cierto en general. Un significado para la pendiente, de
esta naturaleza, contribuiria a formar un conocimiento li-
mitado, que fuera de este contexto no es cierto. Ademas,
por otro lado, no se analiza ni se precisan las condiciones
bajo las cuales se cumple dicha relacion.

Otra situacion que se presenta en el problema E1 esta
dadaen el significado asignado ala pregunta: ... ¢Durante

qué tiempo? El 56.3% de los profesores respondio a di-
cha pregunta, proponiendo un intervalo en lugar de una
cantidad minutos. Esta forma de responder da cuenta del
significado que se despliega para comprender la situa-
cion. Incluso, también se manifiesta cierta inconsistencia
en el uso de variables, por ejemplo, al definir la funcion
que modela el proceso como se muestra en la (Figura
7), donde la funcién que depende de la variable x viene
dada en términos de t.

1 \Lg) * r L ._.A."' 1 < Hg
Sex) = 2t - 2 A
2 O P 2> £ B S DO
- IS =] ‘£
PO5-E1(e) = A PO R R

Figura 7. Una inconsistencia observada en el empleo de
las variables. Fuente: Tomada de la respuesta de los
profesores.

El problema E2 tiene como objetivo estimular que emer-
jan significados analiticos tales como la derivada de la
funcién en un punto, la pendiente de la recta secante y la
pendiente de la tangente en un punto. También significa-
dos de naturaleza contextual con base en las relaciones
conceptuales de velocidad instantanea y tasa de cam-
bio de la funcion del desplazamiento en un punto. Las
respuestas producidas por los profesores al problema
planteado se centran en dos direcciones principales: La
primera relacionada con significados predominantemen-
te analiticos del concepto de pendiente. Es notorio que
el 62.7% de los profesores utiliza en sus respuestas pro-
piedades basicas de las funciones, sin mostrar evidencia
de algun tipo de representacion geométrica y utilizando,
basicamente, los teoremas de Rolle y del valor medio del
calculo diferencial. De este modo garantizan la existen-
cia de un punto en el que la tasa de cambio instantanea
coincide con la tasa de cambio media de la funcién en un
intervalo dado. La segunda esta dada en la combinacion
de los significados analiticos y geométricos, la cual fue
seguida por el 29.4% de los profesores que participaron
en el estudio. Durante el proceso de andlisis y resolucion,
estos recurrieron al significado geométrico de la deriva-
da, con lo cual establecieron conexion entre la pendiente
de la secante y la tangente, auxiliados del teorema del
valor medio.
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La (Figura 8) ilustra ambos despliegues del significado predominantemente analitico (izquierda) y mixto analitico-
geomeétrico (derecha).
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Figura 8. Predominio de diferentes significados en la solucion de un problema. Fuente: Tomada de la respuesta de los
profesores.

Otro aspecto a destacar en las respuestas de los profesores al problema E2, esta dado en la confusion que se presenta
entre el cambio de una magnitud en un instante y la tasa de cambio instantaneo de dicha magnitud. Es decir, mate-
maticamente se manifiesta confusion entre el valor de la variacion de la funcién y la tasa de cambio de dicha funcion
en un punto. Por ejemplo, el profesor PO9 sugiere que: “... al trazar las graficas de distancia contra el tiempo de los
corredores, estas van del punto (0, 0) hasta (5 tg), por continuidad debe haber un punto de interseccién y es justo
cuando tienen la misma velocidad” (sic). Una situacion similar se ha reportado en las investigaciones desarrolladas por
(Janvier, 1978; McDermott et al., 1987; Stump, 2001), aspecto que denominan “confusion pendiente/altura”.

El problema E3 pretende explorar, en lo fundamental, significados geométrico y contextual sobre la pendiente que
poseen los profesores al darles la posibilidad de decidir si se puede o no formar un rectangulo con las piezas dadas.
Basicamente, el problema se reduce a probar la alineacion o no de tres puntos que supuestamente estarian en la dia-
gonal de dicho rectangulo. Para dar respuesta al problema planteado, los profesores proponen dos variantes: probar
la no alineacion de los puntos utilizando la pendiente, como se puede ver en la Figura 2, respuesta P13-E3, y en la
Figura 3, respuesta de PO4-E3. Este ultimo caso utiliza el supuesto de que la pendiente es constante, por lo que si se
tienen tres puntos y se toman dos a dos y resulta que las pendientes formadas por cada pareja coinciden, se tiene la
colinealidad. Esta variante fue seguida por el 64.7% de los profesores.

La estrategia usada por P03, para establecer la no alineacion de los puntos, prueba que los triangulos rectangulos AlF,
FHC y ABC no son semejantes. Para ello emplea la razén “...cateto vertical entre el cateto horizontal” (Figura 9) como
base para calcular la pendiente de una linea recta y verificar que estas razones no coinciden, lo cual significa que los
tres puntos no son colineales. Al razonar por semejanza, con base en los catetos de triangulos rectangulos, subyace
el significado geométrico de pendiente. Esta via fue utilizada por el 23.5% de los profesores.
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Figura 9. Significado geométrico basado en el concep-
to de semejanza. Fuente: Tomada de la respuesta de los
profesores.

El problema E4 explora la capacidad para emplear el
significado de pendiente en una situacion de geometria
sintética donde no existen indicios declarados como rec-
tas, ecuaciones de rectas, sistemas de coordenadas,
entre otros conceptos. También estimula la busqueda
de otras vias de solucion, asi como el establecimiento
de relaciones conceptuales entre las diferentes ideas.
Como resultado, el 70.6% de los profesores desarrollar-
on en esencia uno de los siguientes procederes: la im-
plementacion de recursos de geometria analitica junto al
despliegue directo y explicito del concepto de pendiente,
el cual relacionan con significados geométricos o alge-
braicos; y el empleo de semejanzas de triangulos para
luego sefialar su relacion con el concepto de pendiente,
donde la nocién de proporcionalidad es una especie de
idea conectora. Esta Ultima variante se manifiesta en el
caso ilustrado en la (Figura 10).
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Figura 10. Relaciones entre significados desplegados en
distintas soluciones. Fuente: Tomada de la respuesta de
los profesores.

Cabe sefialar que tres profesores desarrollaron solucio-
nes en las que combinan la semejanza de triangulos y
elementos de trigonometria. Aunque utilizan la tangente

del angulo no llegan a relacionarla con la pendiente de
una recta. Es importante destacar el papel que juegan los
significados que despliega el profesor para comprender
el problema y posteriormente elabrorar un plan o estrate-
gia de solucion. Precisamente, estos significados facilitan
la contextualizacion del proceso resolutivo. Asf un proble-
ma puede emerger dentro de un contexto, pero no nece-
sariamente tiene que resolverse con las herramientas de
dicho contexto.

CONCLUSIONES

El objetivo del presente estudio consistié en identificar y
valorar los significados matematico-cognitivos que po-
seen los profesores universitarios sobre el concepto de
pendiente. En esta direccion se identificaron cuatro tipos
de significados: analitico, algebraico, geométrico y con-
textual, a partir de las respuestas dadas por los profeso-
res a los problemas planteados. El significado geométrico
tuvo mayor presencia que los demas significados, en lo
fundamental, mediante representaciones como: la razén
geométrica, la tangente del angulo de inclinaciéon, razén
entre las longitudes de los catetos de un triangulo rectan-

gulo formado por la recta, el eje x y la paralela al eje y. El
significado algebraico se evidencié a través de diferentes
representaciones relacionadas con el concepto de razon
de cambio. En esencia, el énfasis se pone en el célculo

el valor de m en la (Ecuacion 1)y = mx + n(mn e K}, 0
bien en calcular una razén del tipo (Ecuacion 2). Mientras
que el significado analitico se manifestd principalmente
a través del concepto de derivada de una funcién en un
punto, su interpretacion geométrica y como la razén de
cambio instantanea para una funcion.

Los procederes desplegados por los profesores en las so-
luciones, revelan una tendencia a tratar de visualizar sus
ideas recurriendo a representaciones geométricas clarifi-
cadores, hecho que corrobora lo reportado por (Zaslavsky
et al., 2002; Hoffman, 2015). También, se observaron
ciertas relaciones que establecen los profesores entre
diferentes significados del concepto analizado, esencial-
mente entre los significados geométrico y algebraico, asi
como los significados geométrico y analitico coincidiendo
con los hallazgos presentados por (Byerley & Thompson,
2017). Los procedimientos de soluciones desarrollados
reflejan también que los profesores emplean el concepto
de pendiente como una herramienta argumentativa y de
comprension para la solucion de problemas.

De las soluciones aportadas por los profesores se iden-
tificaron algunas situaciones, tales como la ausencia de
rigor al representar la idea de solucion, o bien en el mar-
co de la argumentacion. Términos y frases tales como “la
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pendiente de la funcion”, “a mayor d@ngulo de inclinacion
mayor pendiente” y “la pendiente es la derivada de la fun-
cion en los puntos donde existe” (sic) abusan del rigor y
podrian provocar distorsiones en la idea que se quiere
transmitir. También se manifestd confusion entre el cam-
bio de una magnitud en un instante y la tasa de cambio
instantaneo de dicha magnitud.

A partir de las evidencias empiricas se puede inferir
que los expertos perciben el significado del concepto
de pendiente con un alto grado de similitud y uniformi-
dad. Dichos expertos identifican el significado del con-
cepto de dos formas fundamentales: una centrada en lo
geométrico y otra centrada en lo algebraico—analitico. El
significado contextual evidencio la percepcion mas baja
de todos los tipos de significados del concepto investi-
gado. Ello estuvo motivado, en lo fundamental, porque
las respuestas y soluciones dadas por los profesores a
los problemas planteados, se centraron en los aspectos
matematicos tedrico-formales; descuidando en sus argu-
mentaciones y justificaciones los elementos contextuales,
lo que provocd que este significado no se revelara en
toda su extension.

A la luz de los resultados obtenidos, se concluye que es
necesario prestar mayor atencion a la formacioéon y desa-
rrollo del concepto de pendiente, en el proceso inicial y
permanente de formacion del profesional de la educacion
matematica. Es necesario que este concepto no quede
anclado en un plano estatico, ya sea geométrico, analiti-
co, algebraico, o contextual, sino interrelacionado dialéc-
ticamente en una pluralidad de planos. De este modo, el
concepto de pendiente seré transmitido y aprehendido
de modo profundo y riguroso.
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